esercizi su integrali by Negrini, Paolo
‡ Hx3 + 3 x2L „x
x3 + x
4




‡ Tan@xD2  „x
-x + Tan@xD
‡ Tan@xD3  „x
Log@Cos@xDD + Sec@xD2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2‡ è!!!!!!!! !!!!!5 x + 3  „xJ 2ÅÅÅÅ5 + 2 xÅÅÅÅÅÅÅÅ3 N è!!!!!!!!!!!!!3 + 5 x
‡ Hx + 3L H2 x + 1L2  „x










‡ Hx + 1L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2  „x
-
1
ÅÅÅÅx + 3 x +
x2
ÅÅÅÅÅÅ2 + 3 Log@xD
ApartA Hx + 1L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2
E
3 + 1ÅÅÅÅÅÅx2 +
3
ÅÅÅÅx + x‡ Cos@5 xD „x
1
ÅÅÅÅ5 Sin@5 xD‡ Sin@xD Cos@xD3.  „x
-0.25 Cos@xD4.
integrali:tutti 1
‡ Log@xDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx  „x
      2Log[x]-------------    2
‡ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx Log@xD  „x
Log[Log[x]]
‡ x + 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 + 4 x + 6  „x
               2Log[6 + 4 x + x ]---------------------------------         2
‡ x + 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + 4 x + 6L3  „x
       -1---------------------------------               2 24 (6 + 4 x + x )
‡ x è!!!!!!!! !!!!x2 + 43  „x; Simplify@%D
        2 4/33 (4 + x )-------------------------       8
‡ 1 + Sin@xDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅCos@xD2  „x
2 Sin@ xÅÅÅ2 D H1 + Sin@xDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCos@ xÅÅÅ2 D - Sin@ xÅÅÅ2 DL HCos@ xÅÅÅ2 D + Sin@ xÅÅÅ2 DL2Jovvero : Tan@xD + 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅCos@xD N
‡ x + 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 + 4  „x
                     2       x    Log[4 + x ]ArcTan[-] + -----------            ----------        2         2
‡ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 + 4 x + 13  „x
       2 + xArcTan[-----]       ----           3-------------------------       3
‡ x + 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 - 1  „x
3 Log[-1 + x]   Log[1 + x]------------- - ----------------------    ---------       2             2
ApartA x + 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 - 1
E
    3            1---------- - ------------------    -------- 2 (-1 + x)   2 (1 + x)
integrali:tutti 2
‡ 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 x2 + 3 x + 1  „x
               13 Log[1 + 2 x]8 Log[1 + x] - ---------------               --------------                       2
ApartA 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 x2 + 3 x + 1
E
  8       13----- - -----------    ------ 1 + x   1 + 2 x
‡ 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 x2 + 4 x + 1  „x
    13        3 Log[1 + 2 x]----------- + ------------------------    ------------- 4 (1 + 2 x)         4
ApartA 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 x2 + 4 x + 1
E
    -13             3------------ + ----------------------    ----------            2   2 (1 + 2 x)2 (1 + 2 x)
‡ x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx + 3  „x
x - 8 Log[3 + x]
ApartA x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x + 3
E
      81 - -----    ----     3 + x
‡ 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 x + 3  „x
3 x   29 Log[3 + 4 x]--- - -----------------    --------------  4          16
ApartA 3 x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 x + 3
E
3       29- - -----------    ---------- 4   4 (3 + 4 x)
‡ 3 x2 - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 x + 3  „x
          2-9 x   3 x    7 Log[3 + 2 x]---- + ---- + -----------------    ---    -------------  4      4           8
ApartA 3 x2 - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 x + 3
E
  9    3 x        7-(-) + --- + -----------       --    ----------   4     2    4 (3 + 2 x)
‡ 3 x2 - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 + x - 6  „x
      7 Log[-2 + x]   22 Log[3 + x]3 x + ------------- - -------------      ------------    ------------             5               5
integrali:tutti 3
ApartA 3 x2 - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + x - 6
E
        7           223 + ---------- - ---------    ---------    --------     5 (-2 + x)   5 (3 + x)
‡ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx3 + 8  „x
ArcTanA -1+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!3 EÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ




    1              4 - x---------- + --------------------------    ---------------- 12 (2 + x)                  2             12 (4 - 2 x + x )
‡ x2 + x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ18 + 21 x + 8 x2 + x3  „x
  1----- - 3 Log[2 + x] + 4 Log[3 + x]----                               3 + x
Factor@18 + 21 x + 8 x2 + x3D
               2(2 + x) (3 + x)
ApartA x2 + x - 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
18 + 21 x + 8 x2 + x3
E
 -3            -2     4----- - (3 + x)   + ---------                ---- 2 + x               3 + x
‡ 2 x + 3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx4 - 16  „x
         23 ArcTan[-]                                         2         x    7 Log[-2 + x]   Log[2 + x]   Log[4 + x ]----------- + ------------- + ---------- - ---------------------    ------------    ---------    ----------     16             32             32            8
ApartA 2 x + 3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x4 - 16
E
     7            1         -3 - 2 x----------- + ---------- + --------------------    ---------    --------- 32 (-2 + x)   32 (2 + x)           2                           8 (4 + x )
‡ 12 x2 + 4 x + 8ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx4 + 4  „x
-5 ArcTan@1 - xD + 3 ArcTan@1 + xD + Log@2 - 2 x + x2D - Log@2 + 2 x + x2D
integrali:tutti 4
ApartA 12 x2 + 4 x + 8ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x4 + 4
E
3 + 2 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 - 2 x + x2 +
1 - 2 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 + 2 x + x2
Formula di integrazione per partiŸ f @xD g@xD „ x = f @xDG@xD - Ÿ f '@xDG@xD „ x
in cui G[x] indica una primitiva di g[x], ovvero  G'[x]=g[x]
Esercizio 1‡ H2 x - 3L Log@x2 - xD „x
5 x - x2 + 2 Log@-1 + xD + H-3 + xL x Log@-x + x2D
Indicazioni per l '  esercizio 1
f@x_D := Log@x2 - xD; G@x_D := x2 - 3 x;





-1 + x + 2 x
Esercizio 2‡ Log@x2 + 1D „x
-2 x + 2 ArcTan@xD + x Log@1 + x2D
Indicazioni per l '  esercizio 2
f@x_D := Log@x2 + 1D; G@x_D := x;
f'@xD G@xD; Together@%D
Apart@f'@xD G@xDD
2 - 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1 + x2
Esercizio 3‡ HLog@xDL2  „x
2 x - 2 x Log@xD + x Log@xD2
Indicazioni per l '  esercizio 3





f@x_D := 2 Log@xD; G@x_D := x;
f'@xD G@xD
2
Esercizio 4‡ H2 x + 1L2 ‰2 x  „x
‰2 x J 1ÅÅÅÅ2 + 2 x2N
Indicazioni per l '  esercizio 4




2 ‰2 x H1 + 2 xL
e successivamente
f@x_D := 2 x + 1; G@x_D := ‰2 x;
f'@xD G@xD
2 ‰2 x






2 ArcTan@1 + xD + 1ÅÅÅÅ2 Log@2 + 2 x + x2D
Indicazioni per l '  esercizio 5








ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 + 2 x + x2









ÅÅÅÅ2 ArcTan@2 + xD + 1ÅÅÅÅ2 x2 ArcTan@2 + xD + Log@5 + 4 x + x2D
Indicazioni per l '  esercizio 6









-5 - 4 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 H5 + 4 x + x2L
Esercizio 7






Indicazioni per l '  esercizio 7








‡ Log@xDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx - 1L3  „x
-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 H-1 + xL - 1ÅÅÅÅ2 Log@-1 + xD + Log@xDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 - Log@xDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 H-1 + xL2
Indicazioni per l '  esercizio 8
f@x_D := Log@xD; G@x_D := 1ÅÅÅÅÅÅÅ
-2













ÅÅÅÅ2 x Cos@Log@xDD + 1ÅÅÅÅ2 x Sin@Log@xDD
Indicazioni per l '  esercizio 9




f@x_D := Sin@Log@xDD; G@x_D := x;
f'@xD G@xD
Cos@Log@xDD
‡ Cos@Log@xDD dx  si porta ora al primo
membro insieme allo stesso integrale già presente
Esercizio 10‡ x HTan@xDL2  „x
-
x2
ÅÅÅÅÅÅ2 + Log@Cos@xDD + x Tan@xD
Indicazioni per l '  esercizio 10
f@x_D := x;
G@x_D := Tan@xD - x;HG@xD = Tan@xD - x è una primitiva di HTan@xDL2L
f'@xD G@xD
-x + Tan@xD
Esercizio 11‡ x HSin@xDL2  Cos@xD „x;
Simplify@%D
1
ÅÅÅÅÅÅÅ36 H9 Cos@xD - Cos@3 xD + 12 x Sin@xD3L
Indicazioni per l '  esercizio 10
Il programma fornisce la primitiva utilizzando  Cos[3x];  l'espressione può essere scritta diversamente, tenendo presente
che Cos[3x]  risulta uguale a quanto segue:
integrali:tutti 8
TrigExpand@Cos@3 xDD
Cos@xD3 - 3 Cos@xD Sin@xD2
L'integrazione per parti ha successo scegliendo:
f@x_D := x; G@x_D := 1ÅÅÅÅ
3
 HSin@xDL3




Infine,  Ÿ 1ÅÅÅ3  HSin@xDL3dx = 1ÅÅÅ3  Ÿ (1–HCos@xDL2 Sin[x] dx,  ecc.
Formula di integrazione per sostituzioneŸab f @g@xDD g '@xD „ x = Ÿg@aDg@bD f @tD „ t
Per ricordare ("primo tipo" di applicazione della formula):
se si pone  t = g[x]:
*     Gli estremi  a, b  diventano  g[a], g[b]
**   L'espressione  "  dt  "  va a prendere il posto  di  " g'[x] dx "
*** Dopo avere eliminato il fattore  " g'[x] dx ", sostituendolo con " dt ", ciò che resta
        della originale funzione integranda va rappresentato mediante  t .
       Se l'integrazione per sostituzione si effettua su di un integrale "indefinito",
       cioè per il calcolo di una primitiva, non sussiste la questione riguardante gli
       estremi; completato il calcolo di una primitiva di  f[t], (chiamiamola  j[t]),  una
       primitiva della originaria funzione  f[g[x]] g'[x]  è  j[g[x]]:  la si ottiene cioè








1 + Log@1 + ‰D - Log@1 + ‰2D
Indicazioni per la risoluzioneHg@xD è la "sostituzione consigliata"; f @tD è la funzione integranda
che si dovrebbe ottenere dopo avere effettuato la sostituzioneL
g@x_D := ‰x; f@t_D := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
















Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := 1 + 3 x2; f@t_D := 1ÅÅÅÅÅÅÅ
18
 
ikjjjjè!!!t - 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!t y{zzzz‡ f@tD „t
1
ÅÅÅÅÅÅÅ18 J-2 è!!!t + 2 t3ê2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 N






3 + Sin@xD  „x
1
ÅÅÅÅ4 H-1 + Cos@6D + 32 Log@3D - 32 Log@3 + Sin@3DD + 12 Sin@3DL
Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := Sin@xD; f@t_D := 1 - t2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3 + t
; Apart@f@tDD









ÅÅÅÅ2 H4 - 2 è!!!2 - Log@3D + 2 Log@1 + è!!!2 DL
Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := è!!!!!!!! !!!!x2 + 1 ; f@t_D := t2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
t2 - 1
; Apart@f@tDD





xè!!!!!!!!!!!!!!3 x + 4  „x
3712
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ135
Indicazioni per la risoluzione
integrali:tutti 10











-4 ‰3 + 6 ‰4
Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := è!!!x ; f@t_D := 2 t ‰t;‡ f@tD „t




7 x + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 + è!!!!!!!!!x - 3  „x
-
8
ÅÅÅÅ3 H-11 + 6 Log@4DL
Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := è!!!!!!!!!x - 3 ; f@t_D := 2 t H4 + t2LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
t + 2
; Apart@f@tDD










Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := TanA xÅÅÅÅ
2
E; f@t_D := 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
t2 + 3
; ‡ f@tD „t





2 x3 + 4 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x4 + 4 x2 + 4
 „x
1
ÅÅÅÅ6 H2 - 3 Log@2D + 3 Log@6DL
Indicazioni per la risoluzione





t2 + 4 t + 4
; Apart@f@tDD
1





x Hx + 4L7  „x
2552192
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ9
Indicazioni per la risoluzione
g@x_D := x + 4; f@t_D := Ht - 4L t7; Expand@f@tDD
-4 t7 + t8
‡ f@tD „t
-
t8
ÅÅÅÅÅÅ2 +
t9
ÅÅÅÅÅÅ9
integrali:tutti 12
